Capitulo 3

Tratamento relativistico de campos
elétricos e magnéticos
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3.1 Invariancia da carga elétrica

A relatividade restrita, que estudamos em Fisica II, foi desenvolvida porque o eletro-
magnetismo nao era invariante por transformacdes de Galileu. Agora que estudamos os
campos EeB (estéticos) e suas fontes, podemos nos perguntar como esses campos se
transformam por mudancas de referencial inercial.

Ao apresentarmos a forca de Lorentz e definirmos B , dissemos que a forca magnética
sobre uma carga é proporcional a sua velocidade. Mas que velocidade é essa? Isso nao
depende de referencial? Existiria algum referencial privilegiado para essa defini¢ao?

Segundo o Principio da Relatividade, um referencial inercial qualquer deve ser equiv-
alente a qualquer outro. Vejamos como nosso conhecimento de relatividade nos permite
analisar o que ocorre com forcas magnéticas ao mudarmos de referencial. Vamos analisar
0 que ocorre com uma carga negativa que se desloca com velocidade ¢ paralela a um fio
conduzindo corrente (estaciondria). Tentaremos descrever essa situagao num referencial
S (Fig.3.1), fixo em relagao ao fio, e em S’ (Fig.3.2), em que a particula se encontra em
repouso.

Suponha que o condutor seja um fio de cobre, em que os portadores de corrente sao
elétrons. No referencial S, ha uma forca magnética sobre a particula, dirigida para o eixo
do fio. Por simplicidade, vamos considerar a velocidade de migracao dos elétrons igual a
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Figura 3.1: Fio carregando corrente e particula de carga ¢ vistos do referencial S.

velocidade da particula. Como o fio é neutro, temos que a densidade de cargas positivas
(em repouso) é igual a densidade de cargas negativas. O campo elétrico gerado pelo fio é
portanto nulo. Logo,

ﬁ:qﬁxé.

Se a distancia ao fio é r, B na posicao da particula aponta para dentro da pagina e

I
tem magnitude 'l;L (fio infinito). Assim
T

F= polqu
27 r

r;.

Lembrando que j = p# e considerando um fio se secao reta A constante, podemos
escrever

2
Fo-folp 2V,

2T r
lembramos que I = fj dA = jA.

Vejamos agora o que acontece em S’, em que a particula estd em repouso e o fio se
move. As cargas positivas em movimento geram um campo magnético B’ na posicao da
particula. No entanto, como a particula agora esta em repouso, nao existe forca magnética.
Se ha forca, ela precisa ser elétrica. Mas para isso o fio precisa parecer carregado. Nao
¢ dificil entender que a densidade de carga varie de um referencial para outro, pois ela
depende do volume, que varia entre os dois referenciais.

Antes disso, precisamos saber o que acontece com a carga: a carga varia de um refer-
encial a outro? Nao: a carga é um escalar invariante. H4 varios argumentos para explicar
esse resultado (neutralidade de dtomos de H e He). Bloco de material condutor neutro
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Figura 3.2: Fio carregando corrente e particula de carga ¢ vistos do referencial S’

fica carregado ao ser aquecido (prétons e elétrons tém massas muito diferentes logo ve-
locidades diferentes)? Se a carga dependesse de v, o bloco ficaria carregado. Esse efeito
nao ¢é observado (a nao ser que haja emissao termo-ionica).

Se a carga é invariante, a tinica variacao de p se deve a variacao de volume.

3.2 Dois pontos de vista de um problema eletromagnético

Consideremos um fio de secdo A se movendo na direcao do eixo. No referencial em
que as cargas sao estaciondrias, um comprimento Ly de fio contém carga Q) = polgA. A
mesma carga no referencial em movimento serd dada por Q = pLA (A ndo varia pois a
secao é perpendicular ao movimento). A relagao entre L e Ly é dada pela contracao de
Lorentz (veja Figs. 3.3 e 3.4)

/ 2
v
L:LO l—C—QZLo\/l—ﬁQ,

Po

i E

Esse resultado permite relacionar a densidade de cargas positiva em S, p;, com pf,
em S’

o que implica que

/ P+

Si3

Por outro lado, as cargas negativas estao em repouso em S’; logo
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Figura 3.3: Distribuicao de particulas carregadas em repouso com densidade de carga pg
no referencial S.

assim,
p/: P+ +p 1—ﬁ2:l)+ 1 _ _52 ,
V1= V1= 32
uma vez que p_ = —p,4, pois o fio é neutro em S. Assim temos

52
I s
P P+ \/1_762 )
ou seja, o fio em S’ é carregado positivamente, produzindo campo E' na posicao da
particula.
E’/: pIA
2megT

pA B .

T
2megr /1 — 2
A forga sobre a particula é na diregao do fio:

P 4 prA B2

C 2mey V1— 2

F=

7 (¢g<0).

Mas

quop-Av: . q piA .
— T = T,

2 T 2meg T

F =
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Figura 3.4: Distribuigao de particulas carregadas em movimento com densidade de carga

p = po/+/1 — (% no referencial S’.

1
onde usamos o fato que ¢? = ——, que veremos ao final do semestre. Observe que a forca

Ho€o
que aparece, tanto em um referencial como no outro, depende de 52, logo no seu calculo é
imprescindivel usar as transformacoes de Lorentz na mudanca de referencial. Deste modo
vemos que

—

que é exatamente a transformacdo da forca entre os referenciais, pois p/, = p,, dt’ =
\/1— [B2dt. Ou seja,

p_ W dp F

d¢ dt V1 — (2
Vimos que obtemos o mesmo resultado fisico nos dois referenciais. No referencial em
que a particula estd em movimento temos apenas a for¢a magnética, no referencial em
que ela estd em repouso temos apenas a forga elétrica. Percebemos que ha uma ligacao
— —
entre £ e B.

3.3 Transformacoes de cargas e correntes

Nossa deducao foi feita supondo que a carga se movia com a mesma velocidade dos
elétrons de conducao. Podemos obter uma condicdo mais geral para a transformacao de
pe jse percebermos que eles formam as componentes de um quadrivetor.

Em Fisica II, mencionamos a existéncia de um invariante dado por

2

22 g2 g2 MR gt

C
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e dissemos que isso podia ser considerado a norma de um quadrivetor de componente

(ct,z,y,z) ou (ct,¥). Do mesmo modo, sabemos que

E? — & = m2ct
também é um invariante. Podemos de forma andloga definir um quadrivetor de compo-
nente (E/c, p), lembrando que

2 —
mocC = mov

= ) p = b
V1—p5? V1= p?
mas, se pp € a densidade de cargas no referencial de repouso, vimos que, num referencial

em que elas se movem com velocidade v,

£o

e ST e

Como pe fdependem de ¥ da mesma forma que E e p, eles também devem formar um
quadrivetor, (pc,j). Sabemos, portanto, que eles devem se transformar como t e (z,y, 2).

Seja S’ um sistema de referéncia que se move com velocidade uZ em relacao a S, como
t =1 =0para O = 0O = 0. As transformacoes de Lorentz entre esse dois sistemas sao

a'=q(x—ut) Jp =0z~ up) (3.1)

Y=y Jy = Jy (3.2)

=z Ji = Jz (3.3)

=t —ux/P) p=7(p—ujs/c?) (3.4)

onde
1
ry - uQ ’
-2

Essas equagoes permitem relacionar p e ] com p' e ] Com as equacoes ¢ de Maxwell
podemos achar EeBem qualquer referencial. Como p e j sio as fontes de B e E vemos
claramente que esses campos nao podem ser de naturezas diferentes. Se tempos apenas E
em um referencial esperamos encontrar E' e B' em outro referencial! Se tempos apenas
B em um referencial esperamos encontrar E' e B' em outro referenciall

3.4 Campo elétrico em diferentes referenciais

Se a carga é invariante, o campo FE deve se transformar de modo bem determinado.
A lei de Gauss nos dois referenciais da a carga, que é invariante, logo

%E-ﬁdAzqmt :%E’-ﬁ’dA’.
€o
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Figura 3.5: Duas placas estaciondrias com densidade de cargas uniforme.

Consideremos duas placas planas paralelas infinitas uniformemente carregadas, com
densidade superficial o e —o, respectivamente, em respouso em S, veja Figs. 3.5 e 3.6. O
campo entre as placas é

o
E=—.
€o
.
Suponha que as placas sejam perpendiculares ao eixo z, logo F = FE,Z. Se as placas
tém lado b (préximo a infinito, muito maior que a separacao) no referencial S’, que se

move com velocidade ¥ = v em relacao a S, uma das dimensoes agora é b’ = by/1 — (32,
onde = v/c, veja Fig. 3.7. Portanto o’ > o:

!
o ="0.

Aplicando a lei de Gauss em S’, vemos que (Fig. 3.8)

E. =~E, .

Suponhamos agora que as placas sao perpendiculares ao eixo x de acordo com a
Fig. 3.9. Nesse caso sé hd contracao da distancia entre as placas. Mas £, nao depende
dessa distancia e 0’ = 0 = B, = E,.

Esse foi um arranjo muito particular. E as conclusoes que tiramos, sao mais gerais?
Sim: se E num ponto do espaco-tempo deve ter significado fisico tinico, a form como E
aparece em outros referenciais nao pode depender da natureza das fontes. Medidas de E
na vizinhanca de um ponto em qualquer ¢ devem ser suficientes para prever E' em outros
referenciais. Assim para cargas estacionarias em S em S’ as componentes do campo se
tranformam como
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Figura 3.6: Segao transversal do sistema visto no referencial S.

Figura 3.7: Secao transversal do sistema visto no referencial S’. Aqui b’ = b\/1 — (2.
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E' = yE,. (3.6)

,,,,,,, o
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/

Caixa estacionariaem S’
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Figura 3.8: Campo entre as placas em S’.

. . s . s
caixa estacionaria em S

Figura 3.9: Campo elétrico no referencial S, com a velocidade relativa na direcao do
campo.

3.4.1 Campo elétrico de uma carga puntiforme movendo-se com
velocidade constante

Suponha um referencial S, no qual uma carga puntiforme () permanece em repouso
na origem, como mostra a Fig. 3.10. As componentes de £ no plano xz sao:
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E, = @ cost = ¢ ’ ,
Arey r? dmey (w2 + 22)3/2
e
Q Q z
Y dmegr? wen 4rey (22 + 22)3/2

Figura 3.10: Campo elétrico de uma carga puntiforme no referencial S no qual a carga
estd em repouso.

Suponha agora que haja um referencial S’ que se move com velocidade ¥ = —vz&
relativamente ao referencial S, segundo a Fig. 3.11. As transformacoes de Lorentz entre
as coordenadas dos referencias S e S’ sao:

r=ry" —ot'), y=vy, z2=272, t:fy(t'—éx').
c
onde = v/c. Os referenciais S e S’ tém origens coincidentes em t = t' = 0.

Pelas transformacgoes do campo no instante ¢ = 0 podemos escrever

Q v
dreo (v 2')? + 212)3/2 ’

E =E, =

Q vz
47T60 ((’)/13/)2 + 212)3/2 ’

de onde vemos que

~

E/

S
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Figura 3.11: Campo elétrico de uma carga puntiforme no referencial S’ no qual a carga
estd em movimento uniforme.

ou seja, o vetor E' faz o mesmo angulo com o eixo z’ que i, logo E' aponta radialmente

para fora ao longo da linha que liga o ponto a posicao instantanea de Q).

O que significa isso? Transmissao instantanea de informacao? Nao, a informacao
era disponivel hd muito tempo, foi a histéria do passado da particula que determinou E
observado.

Podemos calcular a intensidade de E':

E12 _ E12 4 E12 _ Q2 72 ($/2 + 212) _ Q2 (1 - /82)2
e = 3= 30
! (47e0)? [(va')? + 212) (d4meo)? (7 + 22)? |:1 - il ]
IIZ +ZIZ
e tomando 6 como o angulo entre 7 e ¥ (Fig.3.11), 2/ = r'sen@’, com r? = 1 + 22,
podemos finalmente escrever
1 Q (1-p)

E' = — .
dreg 2 (1 — [B?sen 0')3/2

Vemos que o campo elétrico produzido por uma carga em movimento uniforme, num
determinado instante, é orientado radialmente da posicdo instantanea da carga. Sua
intensidade é dada por E’, onde 6" é o angulo entre a direcao do movimento da carga e
0 raio vetor que vai da posicao instantanea da carga ao ponto de observacao. Note que
para uma particula de baixa velocidade, f << 1,

E' ~ LQ
ey 2’

e que para uma particula altamente relativistica § — 1, E' torna-se mais intenso nas

direcoes perpendiculares ao movimento.
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Figura 3.12: Representacao das linhas de campo de uma carga em movimento.

O campo assim criado nao é esfericamente simétricol Ha uma direcao preferida: a
direcao de movimento de (). Esse campo nao pode ser produzido por nenhuma distribuicao
estaciondria de carga, pois como podemos observar com o auxilio da Fig.3.12,

fﬁ’-d?%o, (3.7)

a circuitacao no percurso ABC'D nao é nula! Os arcos circulares nao contribuem para a
Eq. (3.7), pois o campo é perpendicular ao percurso nesses trechos, apenas os trechos C'B
e DA fornecem contribuicoes nao nulas, mas com intensidades diferentes. Esse campo
nao é um campo eletrostatico!

3.5 Como transformam-se os campos?

Uma camada de carga superficial, movendo-se paralelamente a si mesma, constitue
uma corrente superficial. Suponha uma superficie infinita com densidade de carga uni-
forme o, deslizando com velocidade v. Logo sua densidade superficial de corrente serd

J=o0v.

Suponha agora uma segunda camada plana infinita de carga superficial com densidade
uniforme —g, movendo-se paralela a primeira no plano zz, segundo a Fig. 3.13. Usando
a lei de Gauss obtemos o campo elétrico entre as placas

— g
E=—y.
€o

Suponha que as cargas estejam se movendo nosentido de x positivo, 1y = vg Z, assim
as densidades superficiais de cada uma serd, respectivamente,
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Figura 3.13: Placas carregadas em movimento vistas por um observador em S.
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Figura 3.14: Placas carregadas em movimento vistas por um observador em S’.
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+ _ - _
J, =0 e J, =—0uy,
de forma que podemos imediatamente concluir que as componente A, e A, do potencial

vetor associado ao campo magnético produzido pelas cargas em movimento sao nulas,
restando apenas a componente A, que por simetria s pode ser uma funcao de y. Assim
as componentes do campo magnetico

0A 0A
B, = oY =90 3.8
dy 0z (38)
0A, O0A,
B, = — = .
Y 0z Ox 0 (3:9)
0A 0A 0A
B,= 22 =7 1
ox oy Qy (3.10)
Por analogia com
_ WV _o_y__©
Y 0y e N eoy '

e lembrando de fazer a substitui¢do o /ey — o J, e identificarmos A, com V obtemos,

Az:_ﬂojzya

By =0 Jp = oo v,
que ¢é a Unica componete nao nula do campo magnético produzido.

Como o referencial S’ move-se em relagdo a S com velocidade v, ¥ = v, que campos
serao medidos por um observador em S’? Usando as transformagoes das densidades de
cargas e correntes entre dois referenciais inerciais teremos (veja Eqs.3.4):

! /B U Vg
o = v (a - Eov()) =0 (1 - E?) (3.11)
Jr = (0w —vo) =0 (vg —v) (3.12)
Iy = Jy=0 (3.13)
J, = J.=0 (3.14)

Como as leis da fisica devem ser as mesmas em qualquer referencial inercial, entao

€
=7 [Ey - %UUOU] =7[Ey — moovov] = y[Ey —vB.] ,
0

onde usamos que ¢ = 1/(po€o), e
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o v
B, = 10 J,; = pov0(vo — v) = Y(poove — poov) = vy <Bz - —U> =7 <Bz - Ey_) )

p

B, = ’Y(Ey —cfB.) B; = (B, — EEy) .

Y

Caso os planos tivessem sido orientados paralelamente ao plano xz, teriamos obtido
relacoes entre E. e E, e B, e entre Bz,/ e B, e By. Essas relacoes seriam analogas as
expressoes acima, com uma pequena mudanga de sinal (verifique!) resultante das regras
do sentido do B.

Resta entao saber como variam as componentes dos campos no sentido do movimento.
Ja vimos que E! = E!. Para discutirmos o que acontece com a componente longitudinal
de é, B,, vamos imaginar que essa componente seja produzida por um solenéide ao redor
do eixo x. No referencial S

B:z: = Hon I )
onde [ é a corrente estacionaria do solendide e n é o niimero de espiras por unidade de

comprimento.

Em S’ o solendide sofre contracdo de Lorentz de forma que o numero de espiras por
unidade de comprimento n’ > n. Mas I’ serd reduzida pois do ponto de vista de um obser-
vador em repouso em S’, um observador em S estaria usando um relégio mais vagaroso.
Logo a dilatacao do tempo e a contracao do comprimento se compensam de forma que

B.=B,.

As propriedades de transformacgao dos campos sao propriedades locais. Os valores de
E e B num ponto qualquer do espago-tempo em um dado referencial, devem determinar,
sem nenhuma ambigiiidade, as componentes dos campos observados em qualquer outro
referencial no mesmo ponto do espago-tempo. O fato de termos usado um tipo particular
de fontes nao compromete a generalidade do resultado que obtivemos.

Assim podemos concluir que as componentes dos campos E e B se transformam entre
S e S' como

B, = E.  By=v(E,—fB.) E,=7(E.+fB) (3.15)
B,= B, B,=vB,+BE.) B,=(B.-jE,) (3.16)

Vemos que E e B se relacionam de forma extremamente simétrica. De fato sao com-
ponentes de um unico “ente”, o campo eletromagnético, que associa a cada ponto do
espago-tempo seis numeros, F,, F,, E,, B,, B,, B,, e que como vocés verao mais tarde
pode ser representado como um tensor de ordem dois.

Imagine que no referencial S, B = 0. Nesse caso
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E! =FE, E, =E, E.=~E.,B, =0 B; =[E, B, = —y3E,

x

de forma que

B,=0, B,=pE,, B,=-pE,,

.
§:<Zxﬁ>
C

se B =0 em todos os pontos de algum sistema de referéncia, com v/ = —vZ. Note
que v’ é a velocidade relativa ao sistema linha do sistema particular em que B ¢ nulo.
Vimos um exemplo desse caso quando estudamos uma carga puntiforme no seu referencial
de repouso, onde B = 0, e em um outro referencial onde ela apararece com velocidade
constante.

Da mesma forma se no referencial S, E = 0. Entdo

=
ﬁ:_<£x§>
C

se E = 0 em todos os pontos de algum sistema de referéncia, com 7' = —vz. Note que v é

ou seja

a velocidade relativa ao sistema linha do sistema particular em que E é nulo. J4 vimos um
exemplo desse caso também, quando estudamos um fio neutro infinito conduzindo corrente
estaciondria no seu referencial de repouso, onde E = 0, e em um outro referencial onde
ele apararece com velocidade constante.

Freqiientemente nao ha referencial algum no qual B =0ouE = 0em todos os pontos.



